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[a; b] = fxja  x  bg:
2つの区間X = [a; b]; Y = [c; d]に対し、記号*を+,-,・,/の何れかとする
とき、二項演算「*」を次で定義する。




X +Y = [a+ c; b+ d];
X  Y = [a  d; b  c];
X ・Y = [x; y]:
ここで x = minfac; ad; bc; bdg; y = maxfac; ad; bc; bdg:　また












< x^; r >= fxjx^  r  x  x^+ rg
場合によってはこちらの表記のほうが使いやすいことがある。












区間ベクトル [u]について関数 gの値域 g([u]) = fg(u)ju 2 [u])g を包
含する区間を [g([u])]と書く。このような区間の一つとして次式の右辺で
得られるものが考えられる。
















x 2 D  Rn
f : D ! Rn
によって記述される連続力学系とする。D  Rnは閉集合で、f 2 [C1(D)]で
ある。任意の x 2 Dを初期ベクトルとする解 x(t)が 1 < t < 1で存
在することを仮定すると、x(t)はx0を始点とする解軌道 '(t;x0)と表す
ことができる。
ここで、任意の x0 2 Dについて
'(t;x0) 2 D;  1 < t <1;
となるとき、'(t;x0)はDにおいて連続力学系をなす。自励系のため解軌
道は初期点にのみ依存し,任意の t1 2 Rに対して、
x1 = '(t1;x0)
としたとき、任意の t 2 Rで
'(t;x0) = '(t  t1;x1)
が成り立つ。また、相異なる２点x1x2 2 Dから出発した解軌道は、その
２つが同一直線上の点でない限り交わることはない。






Lyapunov 関数とは平衡点 x の近傍で定義される関数であり、領域
DL  Rnを定義域とすると、
L(x) = 0;






























L(x) = (x  x)TY (x  x)
実対称行列 Y は平衡点における f のヤコビ行列Df(x)の固有値より構
成する。
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1. 平衡点 xにおける f のヤコビ行列Df(x)を対角化する。すなわ








1; if Re(k) < 0;
















解軌道 x(t)を引数に代入して L(x(t))を tで微分すると、
d
dt
L(x) = f(x)TY (x  x) + (x  x)TY f(x)
ここで




g = Df(x + s(x  x))(x  x)









L(x) = (x  x)T
Z 1
0
(Df(x + s(x  x))TY + Y Df(x + s(x  x)))ds(x  x)
で表されることになる。
いま、z = x + s(x  x)とおき、実対称行列A(z)を
A(z) = Df(z)TY + Y Df(z)
で定める。xと xを結ぶ線分上の任意の点 zについて A(z)が負定値で
あれば x 6= xに対して d
dt
L(x) < 0となる。
以上を踏まえると、平衡点 xに関する星型領域DL  Rn,すなわち
 x 2 DL
 x 2 DLに対し任意の 0  s  1について x + s(x  x) 2 DL
をみたす領域においては、任意の z 2 DLに対しA(z)が負定値であるこ
とが L(x)がDLで Lyapunov関数となるための十分条件となる。
次に、zが平衡点xの十分小さな近傍にある場合のA(z)の負定値性を
示す。二次形式 y = xTA(z)xはxを固定するごとに zについて連続なの








A = (Df(x))H Y^ + Y^ Df(x)
の負定値性を調べればよいことに注意する。Y^ の定義を用いれば






































間ベクトル [ x]で包含する。[ x]の中心を xと置き、
1. 行列A(x)を浮動小数点演算で算定し、必要であれば対称性を確保
したあと、その対角化を近似的に行っておく。すなわち、
 = X 1A(x) X
となる行列 Xを算定する。
2. 精度保証法によって区間行列 X 1A([x]) Xを算定し、その成分を区
間 [a]ijと置く。
3. この区間行列にゲルシュゴリンの定理を適用する。すなわち各 i =




























find Q 2 C1(Rn;R)
DQ(x) =  R(x)
ここに、
DQ(x) = Q0(x) = hrQ(x); f(x)i;
R(x) 2 C(Rn;R);は与えられた正値関数。
この偏微分方程式よりQの近似関数 q 2 C1(Rn;R)を適当な相異なる点





ここで Dxは xについて rをとるという意味である。	(x)はある関数
 2 C2(R;R)によって	(x) =  (jjxjj)と定められている点間の距離に
依る関数である。 (jjxjj)の与え方は後述する。
係数 kは全ての点 xj 2 XN において、
DxQ(x)jx=xj = Dxq(x)jx=xj (4.2)
=  R(xj)
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ここに A = (ajk)j;k=1:::N ;
ajk = DxDy	(x  y)kjx=xj ;y=xk ;
 = (j)j=1:::N ;
j =  R(xj):
に各点における偏微分方程式の右辺の値が入ることになる。
係数ベクトル  = (k)k=1:::N は に関する連立一次方程式A = を
解くことで求める。を一意に定めるにはAがフルランクになるように
したい。そのためにXN に平衡点を含まないようにする必要がある。













for r > 0;
0 for r = 0:
これを用いることで ajkは以下のように表すことができる。
ajk = 2(jjxj   xkjj)hxj   xk; f(xj)ihxk   xj; f(xk)i
   1(jjxj   xkjj)hf(xj); f(xk)i:
これによって定まる行列Aが正則であれば、 2 RNが一意に定まり、近
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k[ 2(jjx  xkjj)hx  xk; f(x)ihxk   x; f(xk)i




まず正値である。そしてそのサポート fr 2 R+j (r) > 0gが有界である。
これによりA = におけるAが疎行列 (sparse)になることが期待でき
る。次に多項式であることがあげられる。これにより計算が単純になる。





c+k+1 2N ; k 2N0とする。Nは自然数、N0
は 0以上の整数の集合を表す。このときWendland関数は










1  r 0  r < 1;
0 r  1:
を意味する。
実際に使用する際は  l;k(cr)の形にして、正定数 cで (1   cr)+ > 0と
なる領域を調節している。
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例表 1: Wendland関数  5;3(cr)
 5;3(cr)
 (cr) (1  cr)8+[32(cr)3 + 25(cr)2 + 8cr + 1]




4r(1  cr)6+[6cr + 1]
 2(cr) 528c




とする。DLの外側に ddtLq(x(t)) < 0が成立するような関数LqをRBFに
よって構成する。その定義域をDLq とする。x0 2 DL [DLq に対し、解
軌道'(t;x0)が'(t;x0) 2 DL [DLq である限りにおいて、
d
dt
L('(t;x0)) < 0;または d
dt
Lq('(t;x0)) < 0 ()
が成立する。DL \DLq 6= ならば、'(t;x0)は Lyapunov関数として Lq
と Lを「乗り換えて」いることになり、等位面を通過するという性質を
保っている。
ここで、x =2 DLqであってもDL\DLq 6= かつ ()が成立するとき、Lq
をDLqにおけるLyapunov関数と呼ぶことにする。これによりLyapunov
関数を拡張する。














x = f(x)と平衡点 x 2 Rn
 相異なる点の集合XN  Rn
 Lyapunov関数に関係する偏微分方程式DQ(x) =  R(x)
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  (jjxjj)として与えるWendland関数  l;k(cr)と rの補正定数 c
である。
R(x)は正値関数である。例としては以下のようなものがあげられる。
 R(x) = 1(正定数)
単純な形であり、平衡点や力学系に左右されずに常に一定。
 R(x) = jjx  xjj2
平衡点からの距離。対象としている平衡点に近いところでは０に近
づく。
 R(x) = jjf(x)jj2
DQ(x) = hrQ(x);f(x)i < 0となるシンプルな形。値が力学系に
左右される。全ての平衡点の近くでは０に近づく。
 R(x) = jjx  xjj2(1 + jjf(x)jj2)
[6]において使用されていた形。上二つを組み合わせた形になって
いる。





















DQ(x) =  R(x) < 0なので、検証が失敗する原因としては、
 近似 q0の精度が悪く、０より大きくなってしまう。












q0([x])  q0(x^) + [ d
dt















=  Kdy   x  gx2( yKd + x+ 1)





















































に (1,-1)方向に jj(0:15; 0:15)jjずつ離れた点を中心にした半径 0.4の矩形
領域を一辺 15分割したグリッド点の集合XNi (i = 1 : : : 5)を用意し (図























図 6を見ると平衡点近くでは R(x) = jjf(x)jj2 が一番振動が穏やか
で最適に思えるが、jjf(x)jj2は平衡点近くで 0に近づくという特性があ
る。そのため [q0([x])]に 0を含みやすくなり、[q0([x])] < 0となるには都
25




<  0:05; 0:0003 >
<  0:05; 0:0003 >
!
表 2: R(x)と [q0([x])]
R(x) [q0([x])] 区間半径
1 [ -2.6568, -1.1602] 0.7482























 R(x)= jjx  xjj2(1 + jjf(x)jj2),




< 0:18; 0:001 >
<  0:15; 0:001 >
!















とにする。この値が 1を超えると [q0([x])] < 0にならなくなる。
 R(x)= jjx  xjj2(1 + jjf(x)jj2),
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 XN : 点 (0.1,-0.15)を中心にした矩形領域を一辺１５分割したグリッ
ド点の集合。半径は変化させる。例として半径 0.4と 0.8のものを
図 10に載せた。
 c: XN の半径に反比例させて参照点数がほぼ変化しないよう変更す
る。半径 0.4のときに c=3.02、参照点数約 120
 [x] =
 
< 0:15; 0:001 >
<  0:15; 0:001 >
!
図 10: 半径 0.4と 0.8のXN
30
図 11: 密度と区間の関係









 R(x)= jjx  xjj2(1 + jjf(x)jj2),





















RBFによる Lyapunov候補関数 q(x)の等高線は以下の図 14 のように
なる。また、そこに今回の力学系の流れ図を重ねると図 15のようになる。
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